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Sobre a Teoria dos Tipos

1- Introdug 20.
A finalidade do presente trabalho €& a construcao de un sistema de

teoria dos tipos que denominaremos CFH, anélogo ao de G8#del (1), mas no
qual figuram variéveis espécificas sem tipo. (7, & inconsistente, embo-
ra aparentemente nao seja trivial, isto &, ha formulas de<:?1 que nao
sao teoremas(2) .

0 caleulo proposicional da légica subjacente a.CFa e o caleulo é&
(3), apto para servir de base para sistemas formais incomsistentes nao
triviais. De modo semelhante a construgao de CFE, poder-se-ia edificar
uma hierarquia de sistemas tendo por base os calculos & yid lsnsw (4).

Denotando-se por (FL 0 sistepa de G8del convenhentemente modifi-
do, de modo que 083 individuos sejam objetos quaisquer e nao apenas nu-
meros naturais, CR@ acha-se contido em /1 num certo sentido que sera
precigado adiamte. Isto significa que, pratlcamante, toda a matematica
usual pode ser desenvolvida em Cpl.

Exprimindo-nos sem rigor podemos dizer que ¢’ e obtido de CF; me-
diante as seguintes modificacoes principais; 1) a logica subjacente e
enfraguecida, de modo que a existencia de contradigﬁo nao trivialize 0
sistema obtido; 2) o esquema da separacao e fortalecido, permitindo- nos
provar a. existencia de conjuntos que nao existem na teoria usual , 3) a-
lem das variaveis com tipo utilizamos variaveis sem tdpo.

€onvém observar que a justificag@o da introducgao de "objetos sem
tipo", em oposigio aos"objetos com tipo", € mais ou memos analoga a que
Hilbett dawa para a consideracio de elementos ideais em matematica, que
se introduzém para uniformizar certas questoes., Mediante tal artificio ’
podemos tratar de certos "conjuntos patolBgicos" e determinados proble -
mas que até o momento foram deixados de lado pelas teorias tradicionais,

Para que o sistema CP nao seja trivial s3o necessarias determina-
das restrigoes na formulaqao da nocao de formila. Formalmente ha dois ti
pos de retrigoes: 1) as restrigoes provenientes da prOpria teoria dos
tipos classica segundo a qual uma expressao da forma <& f 80 pode ser uma
formula se o tipo de @ for uma unidade superior ao de & ; isto signifi-
ca intuitivamente que um conjunto de tipo n+l SO pode ser composto por
elementos de tipo n ; 2) mesmo empregando-se variaveis sem tipo, uma ex-
pressao como x& » sO poderd ser formula no caso em que ambas sao varia-
veis sem tipo ou no caso em que « possui tipo e (3 nao. Sob o ponto de
vista ingenud® significado desta restrigao é mais ou menos o seguinte :
as variaveis sem tipo sem tipo referem-se a objetos quaisquer, mas me -
diante determinadas restrigoes como, por exemple, a de que nao se pode
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afirmar de um objeto de tipo n que ele possui ou ngo um elemento de tipo
déferente de n-1 ou sem pipo. Noutras palavras, de um objeto de tipo fi-
x0 carece de sentido afirmar ou negar que possul um elemento que nao se-
ja de tipo imedietamente inferior ao seu,

A terminologia,as notagoes, etc sao as dos trabalhos citados na
bibliografia com adaptagpes evidentes. As demonstragoes que nao oferece-
rem dificuldade serao, em geral, omitidas.

2- Desoricao do Sistama (0.
Na metalinguagem utilizaremos letras letinas maiusculas e letras

gregas minusculas para denotar expressoes formais, isto é, sequéncias fi
nitas de simboloa, inclusive a sequgncia vazia. As letras gregas maius -
culas denotarao seqiemcias finitas de expressoes formais.

2,1) Simbolos primitivos de G}l'

Os simbolos primitivos de C?l sao os seguintes:

a) Simbolos 10gicos: o ( implicagao ), & (conjungao), V(disjun -
cao), 7 (negacao), V (quantificador universal) e 3 (quantificador exis-
tencial).

b) Variaveis: boﬁ variaveis sem tipo: t,u,v,X,y,Z,t',u',v' ... 3
by ) variaveis de tipo um ou individuais: t1s Vi Ups X390 YyeZps ti, uj
V] ees 305) variaveis de tipo dois : tos Ugs Vor Xy Yoy Zpy té, uy, vé,
... 3 etc ( De cada tipo ha x, variaveis e ha 350 tipos.)

¢) Simbolo especifico: & (pertinencia).

d) Simbolos auxiliaress; ( , ) (parentesis).

2.2) Definigao de Formula.

Daqui para frente as letras m,n e p representarao indices intei-
ros e positivos. Uma expressao metalinguistioa como, por exemplo, <

?
denotara uma variavel de tipo n. B

a) Se « e P forem variaveis tais que: 1) ambas tem tipo e o . tipo
de « € uma unidade inferior ao de @ i 2) = tem tipo e f nao ou 3) am-
bas nao tém tipo, emtao e formula a seguinte expressao: (xe</3);

b) Se A e B forem formulas entao (A>B), (A& 8), (AVB) e (74)
também o sao0;

c) Se A & uma formula e of uma variavel, entao Ya A e JwA  sao
formulas;

d) As unicas formulas sao as expressoes dadas por a)-c).

No que segue, a0 escrevermos uma +4rmula faremos varias simplifica
¢Oes, como, por exemplo, a supressao de paréntesis, de acordo com Kleene
(), v \VEE?E_ﬂﬁtilizéﬁﬁggzgnvenNBes metamatemeticas.

, bem como o ¢

As nogoes de variavel livre, de variavel ligada , de variavel 1li-
vre para outra variavel muma férmula, etc , definem-se como e usual.

2.3) Postulados de (P
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A seguir formularemos os postulados de 6_31, demonstrando alguns
teoremas preliminares e introduzindo algumas definigoes basicas. O de-
senvolvimento completo do sistema sera feito na secgao 3.

1) Postulados do calculo proposicional.,
Se A, Be C sao formulas e A° abrevia 1(A & 7A) ent3o os postula-
dos do calculo proposicional sao os seguintes:

I.1) A>(B>A) I.2) (A>B)>((A>(B>C)>>(4>0))
I.3) _A A>B I.4) A & Bo>A I.5) A & B>B
B

I1.6) A> (B>A & B) I.7) ASAVB I1.8) B>AVB
1.9) (A>C)>((B>C)> (AVB>0) I,10) 17A2A
I.11) AV 1A I.12) B°5 ((A>B)= (A >™B)>74))
I.13) A%°>(74)° 1.14) A° & B°> (45 B)°

1.15) A° & B°>(4 & B)® 1.16) A° & B°> (AvB)°®

II) Postulados 4o calculo quantificacional.
Daqui para frente as letras gregas minmisculas sem indices repre-
sentarao variaveis sem tipo e as letras gr?s minusculas afetadas de in-

dices representarﬁo variaveis de tipo correspondente ao indice.
Seja A(x) uma férmula., 8 uma variavel livre para « em A(x ) e
A(ﬁ) uma férmula; se x € de tipe n , (3 deve ser do mesmo tipo, entao

os seguintes esquemas sao postulados de G’lz

I1.1) V«A(X)o A(p) I1I.2) A(pA)D>3Je=x A(x),
Seja C uma foérmula que nao contém a variavel < livre e A(e=) uma
formila, ent3o as seguintes regras sao postulados de 631:

IT1.3) A=) 2D C 1T.4) C2> A(x)
F A< )= C CoVueA(=x¢)

Se A(x) & uma formula os seguintes esquemas sao postulados de O?L:

I1.5) ¥ (A(e<))®> (¥ A(¢))® II.6)Vex(A(x))%> (Fee A(x ).

Se A e B forem duas formulas congruentes no sentido fle Kleene [ §;
de modo que as ocorrencias correspondentes das variavies ligadas sejam
do mesmo tipo ou naoc possuam tipo, ou se B e obtida de A pela supressao
de quantificadores vasuos, entao e postulado o esquemat

II.7) A~ B.

Convem observar ainda que as nogoes de dedugao, demonstragao, ete.
bem como a simbologia correspondente sao as de Kleene [ ], Isto posto |,
os teoremas’ que seguem sao comsequencias imeditas dos postulados.

Teorema 1. Sao validos os teoremas de Costa F]e g y levando -se
em conta as restrigoes de tipo.
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III) Postulados es;pecificos de OD

1.

Definicao 1. Se « , R ey forem variaveis sem tipo e se yp for dis-
tinto de x e (> , tem-se?

o = r} =jef v’r(ac&r\ N(‘)C‘;‘a’\),.

Definicao 2, Diz-se que uma formula F satisfaz as condigoes de ti

’ i ~ i
po se as suas variaveis forem todas variaveis com tipo e qualquer form-
- " I
la atomica de F e da forma « €& (‘)"nd-l .

Definigdo 3., Uma formula F diz-se normal como em Costa [ s No-
tando-se que ao se atribuir indices as variaveis que figuram em F,o in-

dice qtribufdo a uma variavel com tipo nao precisa coincidir com o tipo
dessa variavel, '
A seguir formularemos os postulados e3pecificos de 631:

TII.%) Vrml(aene [ ns1~ (%ne— fml):’ < = (Bn .

I11.2) Vp(pex ~ p&P)2 2= (3

IIL.3) V(P n€%a~ P n® Pnad>*pa = Bpa

I11.4) dxNVP(pex ~ F(3)), se F(B) f£or normal,

II1.5) 3= 1 V(B € X 1~ F(B)), se F((3)) satisfizer as
condigoes de tipo,

I111.5)

I1T.6)

o
i.3) VeVy (= p > (FLe) ~ FU) Ws) (n &)

Us teoremas seguintes sao consequencias imediatas da definicao 1 e
do teorema 1,

Ieorema 2. ', =f ~ V’yml("t‘né Y'nax~ Pnp€ Pzl

Teorema 3. + Y x(x = x), Fx =y~y =x.
Teorema 4. I-Vacn(xn=o<n) oy = Py M0Bp =Yg -

Temmon B Vet ¥ (= pud (Flam) v F(O))

—_”‘M’ “‘MIP‘ABLFtdh)'V F(}ah)) o el ey

g v Fep))
1_,&“6@{\4_(3:=LFLJ) ! o F(B)
2. % = F—"w 3[_"_'(‘4&.)\/ F'( ﬁm}’ ‘“f:d o h‘.rsm- k Gn = [50\ = LF(.{M’) r(@ )

3 Ve ¥ Pu (nz P 2 (Faw) v F( o))
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